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QUALITATIVE ANALYSIS OF COSMOLOGICAL MODELS WITH A MINIMAL CLASSICAL AND
PHANTOM SCALAR INTERACTION
Yu.G. Ignat’ev, A.A. Agathonov
Based on the qualitative analysis of cosmological models with classical and phantom scalar fields with
self-interaction the classification of singular points of dynamical systems.
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В работе рассмотрены результаты численного моделирования фазовых траекторий
космологических моделей с минимальным классическим и фантомным скалярным вза-
имодействием.
Ключевые слова: численное моделирование, качественный анализ, космологиче-
ские модели.
В работах [1, 2, 3] был проведен предварительный качественный анализ космо-
логической модели, основанной на фантомном скалярном поле с самодействием. В
настоящей работе мы разовьем и детализируем результаты численных исследова-
ний космологических моделей, основанных на классическом и фантомном скаляр-
ных полях.
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Математическая модель
Рассмотрим самосогласованную пространственно-плоская космологическая
модель, состоящую из уравнения Эйнштейна
3
a˙2
a2
= ϵ1
(
Φ˙2+ϵ2m2Φ2− α
2
Φ4
)
+λ (1)
и уравнения массивного скалярного поля с кубической нелинейностью
Φ¨+3 a˙
a
Φ˙+ (ϵ2m2−αΦ2)Φ= 0, (2)
где α – константа самодействия, m – масса квантов скалярного поля; для класси-
ческого скалярного поля ϵ1 = 1, для фантомного скалярного поля ϵ1 =−1; ϵ1ϵ2 = 1 –
скалярное поле с отталкиванием; ϵ1ϵ2 =−1 – скалярное поле с притяжением.
Переходя к безразмерному комптоновскому времени mt = τ; (m ̸≡ 0) и про-
водя стандартную замену переменных Φ′ = Z (t ), приведем уравнение поля (2) к
виду нормальной автономной системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний на плоскости {Φ,Z }:
P (Φ,Z ) = Z ;
Q(Φ,Z ) = −p3 Z
√
ϵ1
(
Z 2+ϵ2Φ2− αm
2
Φ4
)
+λm −ϵ2Φ+αmΦ3, (3)
где f ′ ≡ d f /dτ и введены обозначения:
λm ≡ λ
m2
; αm ≡ α
m2
.
Таким образом, имеем автономную двумерную динамическую систему на фазовой
плоскости {Φ,Z }.
Результаты численного моделирования
Система (3) исследовалась методами качественного анализа (см. предыдущую
статью в данном сборнике, стр. 71) и был установлен характер особых точек в за-
висимости от параметров ϵ1, ϵ2, αm, λm. В результате численного моделирования
в СКМ Mathematica были подвержены результаты качественных исследований и
установлено асимптотическое поведение траекторий на бесконечности. Рассмот-
рим некоторые примеры.
Случай пары седловых особых точек (ϵ2 = 1)
При выполнении условий вещественности решения (λm ≥ 0; λm + ϵ1
2αm
≥ 0) в
случае ϵ2 = −1 система имеет три особые точки: пару симметричных седловых то-
чек с координатами M±(± 1p
ϵ2αm
,0) и нулевую особую точку M0(0,0). На рисунке 1
приведена топологическая структура фазовых траекторий с притягивающим фоку-
сом в начале координат, на рисунке 2 – топологическая структура с притягивающим
центром в начале координат.
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Рис. 1. Фазовые траектории системы (3),
ϵ1 = 1, ϵ2 = 1, αm = 10, λm = 0.1.
Рис. 2. Фазовые траектории системы (3),
ϵ1 = 1, ϵ2 = 1, αm = 10, λm = 1.5.
Случай нулевой седловой особой точки (ϵ2 =−1)
При выполнении условий вещественности решения в случае ϵ2 = −1 для клас-
сического ифантомного скалярныхполей система (3) имеет следующие особые точ-
ки: нулевую седловую особую точку и пару симметричных точек, характер которых
определяется параметрами ϵ1, αm, λm.
Для численного интегрирования динамической системы (3) необходимо выби-
рать начальные значения функции Φ, Z , удовлетворяющих положительному под-
коренному выражению системы. На рисунках 3–5 показана область вещественных
решений подкоренного выражения для заданных значений параметров ϵ1, ϵ2, αm,
λm и построена соответствующая топологическая структура решения.
На рисунке 3 показаны фазовые траектории для классического скалярного по-
ля. Видно, что области вблизи симметричных притягивающих фокусов не удовле-
творяют условию вещественности решения и траектории, двигаясь с бесконечно-
сти, обрываются на границе.
Рис. 3. На рисунке слева серым цветом выделена область положительного значения под-
коренного выражения системы (3) для случая ϵ1 = 1, ϵ2 = −1, αm = −10, λm = 0; на рисунке
справа – фазовые траектории системы (3) для того же набора параметров.
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На рисунке 4 приведен фазовый портрет системы для фантомного скалярного
поля с теми же параметрами αm, λm. Видно, что теперь недоступны обрасти вдали
от симметричных притягивающих фокусов. В данном примере λm = 0 и разрешен-
ная область разбивается директрисами седловой точки на две области, каждая из
которых содержит свое семейство фазовые траектории.
Рис. 4. На рисунке слева серым цветом выделена область положительного значения под-
коренного выражения системы (3) для случая ϵ1 = −1, ϵ2 = −1, αm = −10, λm = 0; на рисунке
справа – фазовые траектории системы (3) для того же набора параметров.
Для ненулевых значений параметра λm разрешенная область содержит фазо-
вые траектории, часть которых переходит из окрестности одного фокуса в окрест-
ность другого (Рис. 5).
Рис. 5. На рисунке слева серым цветом выделена область положительного значения под-
коренного выражения системы (3) для случая ϵ1 =−1, ϵ2 =−1, αm =−10, λm = 0.01; на рисунке
справа – фазовые траектории системы (3) для того же набора параметров.
При дальнейшем увеличении параметра λm, траектории вблизи симметрич-
ных фокусов искривляются (Рис. 6). На рисунке 7 показан случай бифуркации ди-
намической системыпри изменении характера симметричных особых точки с при-
тягивающего фокуса на притягивающий центр, соответствующий значению λm =
2.7167.
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Рис. 6. Фазовые траектории системы (3)
для случая ϵ1 =−1, ϵ2 =−1, αm =−10, λm = 0.5.
Рис. 7. Фазовые траектории системы (3)
для случая ϵ1 = −1, ϵ2 = −1, αm = −10, λm =
2.7167.
Поведение траекторий на бесконечности
Для исследования поведения траекторий динамической системы на бесконеч-
ности удобно использовать проекцию траекторий на сферу Пуанкаре. Применяя
преобразования Пуанкаре [3, 4] к динамической системе (3), получим в новых пе-
ременных u,v:
P∗(v,u) = −uv3;
Q∗(v,u) = −p3 u
√
ϵ1
(
u2v2+ϵ2v2− αm
2
)
+λmv4−ϵ2v2+αm −u2v2, (4)
где v = 1
Φ
, u = Z
Φ
.
Рис. 8. Фазовые траектории системы (3) на сфере Пуанкаре для набора параметров:
1) Нулевая особая точка – притягивающий фокус, ϵ1 = 1, ϵ2 = 1, αm = 0, λm = 0;
2) Нулевая особая точка – седло, симметричные точки – притягивающие фокусы, ϵ1 = 1,
ϵ2 =−1, αm =−10, λm = 0.1;
3) Нулевая особая точка – седло, симметричные точки – притягивающие узлы,ϵ1 = 1, ϵ2 =−1,
αm = 10, λm = 3.
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Особые точки на экваторе определяются из условий: P∗(0,u) = 0, Q∗(0,u) = 0.
Находим
v = 0; u∞ = sgn(αm)
√
2
3
p−ϵ1αm ⇒ M∞(0,u∞). (5)
На рисунке 8 приведены примеры численного моделирования фазовых траек-
торий на сфере Пуанкаре.
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NUMERICAL SIMULATION OF THE PHASE TRAJECTORIES TOPOLOGICAL STRUCTURE
OF COSMOLOGICAL MODELS WITH SCALAR INTERACTION
A.A. Agathonov
The results of numerical modeling of phase trajectories of cosmological models with minimal classical
and phantom scalar interaction are considered.
Keywords: numerical simulation, qualitative analysis, cosmological models.
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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ КОСМОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ,
ОСНОВАННОЙ НА АСИММЕТРИЧНОМ СКАЛЯРНОМ ДУБЛЕТЕ,
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Ю.Г. Игнатьев1, И.А. Кох2
1 ignatev_yu@rambler.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет
2 irina_kokh@rambler.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет
В статье проведен численный анализ космологической модели, основанной на асим-
метричном скалярном дублете «классическое + фантомное скалярное поле» с мини-
мальным взаимодействием.
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